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2018 考研数学（三）真题及答案解析（文都版） 

来源：文都教育 

 
一、选择题：1～8 小题，每小题 4 分，共 32 分.下列每题给出的四个选项中，只有一个选

项是符合题目要求的. 
（1）下列函数中，在 0x = 处不可导的是 

A. ( ) sin .f x x x=             B. ( ) sin .f x x x=  

C. ( ) cos .f x x=               D. ( ) cos .f x x=  

答案：（D） 
解析：方法一： 

（A）
0 0 0

sin( ) (0)lim lim lim sin 0
x x x

x x xf x f x
x x x→ → →

−
= = = ，可导 

（B）
0 0 0

sin( ) (0)lim lim lim sin 0
x x x

x x xf x f x
x x x→ → →

−
= = = ，可导 

（C）

2

0 0 0

1
cos -1( ) (0) 2lim lim lim 0

x x x

xxf x f
x x x→ → →

−−
= = = ，可导 

（D）
0 0 0

1
cos -1( ) (0) 2lim lim lim

x x x

xxf x f
x x x→ → →

−−
= = 不存在，不可导 

应选(D). 
方法二： 

因为 ( ) cos , (0) 1= =f x x f  

0 0 0

1
cos 1( ) (0) 2lim lim lim

x x x

xxf x f
x x x→ → →

−−−
= =  

不存在 

( )f x∴ 在 处不可导，选（D） 

对 在 处可导 

对
3
2( ) : ( ) ~B f x x x x=i 在 0x = 处可导 

对 ( ) : ( ) cosC f x x= 在 0x = 处可导. 

0x =

( ) : ( ) sinA f x x x= 0x =
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（2）设函数 ( )f x 在[ ]0,1 上二阶可导，且
1

0
( )d 0,f x x =∫ 则 

A.当 '( ) 0f x < 时，
1( ) 0.
2

f <
       

B.当 "( ) 0f x < 时，
1( ) 0.
2

f <  

C.当 '( ) 0f x > 时，
1( ) 0.
2

f <
       

D.当 "( ) 0f x > 时，
1( ) 0.
2

f <  

答案：（D） 

解析：（方法一）取 ( ) 2 1f x x= − ，和 ( ) 2 1f x x= − + ，可排除（A）(C). 

取 21( ) ( )
2

f x a x b= − + ， 由
1

0
( )d 0f x x =∫ 得

12
ab = − ， 当 ( ) 2 0f x a′′ = < 时 ，

1( ) 0
2 12

af b= = − > ，排除(B),故选（D） 

（方法二）由 Taylor 公式有：
21 1 1 ( ) 1( ) ( )

2 2 2 2 2
ff x f f x xξ′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

当 ( ) 0f x′′ > 时，
1 1 1( )
2 2 2

f x f f x⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′> + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

,ξ 在 0 和 x∈间. 

于是
1 1

0 0

1 1 10 ( )d
2 2 2

f x x f f x dx⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′= > + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  

1 10
2 2

f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，应选（D） 

(方法三) ( ) 0 ( )f x f x′′ > ⇒ ⇒凹   

1

0

1( )d
2

f x x f ⎛ ⎞> ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

1 0
2

f ⎛ ⎞⇒ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

（3）设
2

2 2 2
2

2 2 2

(1 ) 1d , d , (1 cos )d ,
1 ex

x xM x N x K x x
x

π π π

π π π
− − −

+ +
= = = +

+∫ ∫ ∫ 则 

A. .M N K> >               B. .M K N> >  
C. .K M N> >               D. .K N M> >  
 
答案：（C） 

解析：
( )2

2 2 2
2 2

2 2 2

1 2d = 1 d 1d
1 1

x xM x x x
x x

π π π

π π π
− − −

+ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ， 



                                                                                            世纪文都教育科技集团股份有限公司 

  3

2

2

1 d
ex

xN x
π

π
−

+
= ∫ ，因为 e 1x x> + ，所以

1 1
ex

x +
<  

( )2

2

1 cos dK x x
π

π
−

= +∫ ，1 cos 1x+ >  

即
1 1 1 cos

ex

x x+
< < +  

所以由定积分的比较性质 K M N> > ，应选（C）. 
 

（4）设某产品的成本函数 ( )C Q 可导，其中Q为产量，若产量为 0Q 时平均成本最小，则 

A. 0( ) 0C Q′ = B. 0 0( ) ( )C Q C Q′ = C. 0 0 0( ) ( )C Q Q C Q′ = D. 0 0 0( ) ( )Q C Q C Q′ =  

答案：（D） 

解析：平均成本
( )( ) C QC Q
Q

= ， 2

( ) ( )dC QC Q C Q
dQ Q

′ −
= ， 

当 0Q Q= 时， ( )C Q 最小，因此

0

0
Q Q

dC
dQ

=

= ，即 0 0 0( ) ( ) 0Q C Q C Q′ − = ， 

故 0 0 0( ) ( )Q C Q C Q′ = ，选(D). 

（5）下列矩阵中，与矩阵

1 1 0
0 1 1
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

相似的为 

A.

1 1 1
0 1 1
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.              B.

1 0 1
0 1 1
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

C.

1 1 1
0 1 0
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.              D.

1 0 1
0 1 0
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

答案：（A） 

解析：
1

1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

P P−

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

令 则  

1

1 1 0 1 1 1 1 1 0
0 1 0 0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

P AP−

− −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∵
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1 2 0 1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

∴选项为 A 

（6）设 BA, 为 n阶矩阵，记 )(Xr 为矩阵 X 的秩， ) ( YX 表示分块矩阵，则 

A. )() ( ArABAr = .                                    B. )() ( ArBAAr = . 

C. { })(),(max) ( BrArBAr = .                  D. ) () ( TT BArBAr = . 

答案：（A） 
解析：易知选项 C 错 

对于选项 B 举反例：取
1 1 0 0
1 1 1 2

A B⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

0 0 1 1 0 0
,( , )

3 3 1 1 3 3
BA A BA⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

则

 
( , ) ( )r A BA r A≠  

对于选项 D，举反例： 

1 0 0 0
,

0 0 1 0
A B⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

则 ( ) 2 ( )T Tr A,B r A ,B= ≠
 

（7）设 ( )f x 为某分布的概率密度函数， (1 ) (1 )f x f x+ = − ，
2

0
( )d 0.6f x x =∫ ，则 

{ 0}< =p X . 

A.0.2    B. 0.3     C. 0.4     D. 0.6 
答案：（A） 

解析： (1 ) (1 )f x f x+ = − ，故 X 的概率密度关于直线 1x = 对称 

于是由
2

0
( )d 0.6f x x =∫ 有： 

 

于是 { } 2.00 =<XP  

（8）设 1 2, ,..., ( 2)nX X X n ≥ 为来自总体
2( , )( 0)N μ σ σ > 的简单随机样本，令
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1

1 ,
n

i
i

X X
n =

= ∑ 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ , * 2

1

1 ( )
n

i
i

S X
n

μ
=

= −∑ ,则（        ） 

A.
( ) ( )n X t n

S
μ− ∼  

B.
( ) ( 1)n X t n

S
μ−

−∼  

C. *

( ) ( )n X t n
S

μ− ∼  

D. *

( ) ( 1)n X t n
S

μ−
−∼  

答案：（B） 

解析：总体 ( )2~ ,X N μ σ ，则
2

~ ,X N
n
σμ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，得 ( )~ 0,1X N
n
μ

σ
−

， 

又
( ) ( )

2
2

2

1
~ 1

n S
nχ

σ
−

− ，且 X 与 2S 独立，
 

故
( )

( ) ( )
( )

2

2

~ 1
1

1

X
n X n t n

S n S
n

μ
μ σ

σ

−
−

= −
−

−

，应选（B）. 

二、填空题：9~14 小题，每小题 4分，共 24 分。 

（9）曲线
2 2 lny x x= + 在其拐点处的切线方程是. 

答案： 4 3y x= −  

解析：
2 2 lny x x= + ，

22y x
x

′ = +  

2

22 0. 1, 1( )y x x
x

′′ = − = = = −由 可得 舍去
 

当 1x = 时， 4y′ = ，则切线方程为 4 3y x= − . 

（10） 2arcsin 1x xe e dx− =∫ . 

答案：
2 2arcsin 1 1− − − +x x xe e e C  

解析：
2arcsin 1x xe e dx−∫  
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( )

( )

2

2
2

22

2
2

2

2 2

2

2 2

arcsin 1

2arcsin 1
2 11 1

arcsin 1
1

1 1arcsin 1 1
2 1

arcsin 1 1

= −

−
= − − ⋅

−− −

= − +
−

= − − −
−

= − − − +

∫

∫

∫

∫

x x

x x
x x

xx

x
x x

x

x x x

x

x x x

e de

e ee e dx
ee

ee e dx
e

e e d e
e

e e e C

 

（11）差分方程：
2 5x xy yΔ − = 的通解是. 

答案： 2 5x
xy C= ⋅ −  

解析：由 2
1 2 1 1 2 1( ) ( ) 2x x x x x x x x x xy y y y y y y y y y+ + + + + +Δ = Δ −Δ = − − − = − + ， 

得 2 12 5x xy y+ +− = ，即 1 2 5x xy y+ − = ， 

齐次差分方程 1 2 0x xy y+ − = 的通解为 2x
xy C= ⋅ ， 

而 1 2 5x xy y+ − = 的特解为 * 5xy = − ， 

故 1 2 5x xy y+ − = 的通解为 2 5x
xy C= ⋅ −  

（ 12）函数 ( )f x 满足 ( ) ( ) 2 ( ) ( )( 0)f x x f x xf x x x xο+ Δ − = Δ + Δ Δ → 且 (0) 2f = 则

(1)f = . 

答案：2e  

解析：因 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 , 0 2f x x f x xf x x o x f+ Δ − = Δ + Δ = ，
 

所以 ( ) ( )2f x xf x′ = ，即 ( ) ( )2 0f x xf x′ − = ，
 

所以 ( ) ( ) ( ) 22P x dx x dx xf x Ce Ce Ce
− − −∫ ∫= = = ，

 

又由 ( )0 2f = ，得 2C = ，
 

故 ( ) 2

2 xf x e= ，所以 ( )1 2f e= 。
 

（13）设 A 为三阶矩阵， 1 2 3, ,α α α 是线性无关的向量组，若 1 1 2= +Aα α α ， 2 2 3= +Aα α α   ，

3 1 3= +Aα α α ，则 ______ .=A  
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答案：2 

解析： 1 2 3 1 2 2 3 1 3( , , ) ( , , )A A Aα α α α α α α α α= + + +
 

1 2 3 1 2 3

1 0 1
( , , ) ( , , ) 1 1 0

0 1 1
A α α α α α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 2 3, ,α α α∵ 线性无关
 

1 2 3( , , )P α α α∴ = 可逆 

1

1 0 1
1 1 0
0 1 1

P AP B−

⎛ ⎞
⎜ ⎟∴ = =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

| | | | 2A B∴ = =  

（14）随机事件 CBA ,, 相互独立，且
1( ) ( ) ( )
2

P A P B P C= = = ，则 ( | )P AC A B =∪ . 

答案：
3
1

 

解析：
( ( )) ( )( | )

( ) ( )
P AC A B P ACP AC A B

P A B P A B
= =

∩ ∪∪
∪ ∪  

1 1
( ) ( ) 12 2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) 3
2 2 2 2

P A P C
P A P B P AB

×
= = =

+ − + − ×
 

 
三、解答题：15~23小题，共 94分.解答应写出文字说明、证明过程或写出步骤. 

（15）（本题满分 10 分）已知实数 ,a b满足 ( ) 2elim
1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

+∞→
xbax x

x
,求 ,a b . 

解析：方法一： 
1 1

lim [( ) ] 2 lim [( ) ] 2x x
x x

ax b e x ax b xe
−

→+∞ →+∞
+ − = ⇔ + − =

 
1
xax b xe

−
+ −

 

1 11 ( )ax b x o
x x

⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( 1) ( 1) (1)a x b o= − + + +  
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故
1 0
1 2

a
b
− =⎧

⎨ + =⎩
，即

1
1

a
b
=⎧

⎨ =⎩
 

方法二： 
1

1 ( )lim[( ) ] 2 lim 0 1
x

x
x x

ax b e xax b e x a
x→+∞ →+∞

+ −
+ − = ⇒ = ⇒ =  

故
1 1 1

2 lim ( ) lim lim 1 1
→+∞ →+∞ →+∞

⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − = + − = + − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x x x

x x x
ax b e x b xe x b x e b  

所以， 1=b  

（16）（本题满分 10 分）设平面区域 D 由曲线
23(1 )y x= − 与直线 3y x= 及 y 轴围

成，计算二重积分 ∫∫
D

dxdyx2 . 

解析：由题意可得 xy 3= 与 )1(3 2xy −= 相交于点 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2
6

2
2
， ，则 

( )∫∫∫∫ ∫ ∫ −−=−−==
−

2
2

0

3222
2

0

222
2

0

)1(3

3

22 13)3)1(3(
2

dxxxxdxxxxdyxdxdxdyx
D

x

x

其中 

3222
1

8
1sin

8
122sin

8
1

2sin
4
1cossin1

2
0

2
2

4
0

2

4
0

24
0

22
sin

2
2

0

22

ππππ

ππ

=⋅⋅===

==−

∫∫

∫∫∫
=

=

uduttd

tdttdttdxxx

ut

tx

16
1

0
2
2

4
1 42

2

0

3 ==∫ xdxx ， 

故，原式
16

3
32
3

16
1

32
3 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ππ
. 

17.（本题满分 10 分）将长为 2m的铁丝分成三段，依次围成圆、正方形与正三角形.  三个

图形的面积之和是否存在最小值？若存在，求出最小值. 

解析：解析：设圆的周长为 x，正方形的周长为 y ，正三角形的周长为 z，则 2x y z+ + =

为限制条件. 

目标函数为

2 2 2

2

3
4 16 4 3
x y zS
π

= + + ⋅
2 2 2

4 16 12 3
x y z
π

= + +
 

方法 1：拉格朗日乘数法 
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2 2 2

( 2)
4 16 12 3
x y zL x y zλ
π

= + + + + + −
 

由

0
2

0
8

0
6 3

2 0

x

y

z

xL

yL

zL

L x y zλ

λ
π

λ

λ

⎧ ′ = + =⎪
⎪
⎪ ′ = + =⎪
⎨
⎪

′ = + =⎪
⎪
⎪ ′ = + + − =⎩

解得

2 2

8 2

6 3 2

x
A

y
A

z
A

π⎧
= ×⎪

⎪
⎪ = ×⎨
⎪
⎪

= ×⎪
⎩

这里 2 8 6 3A π= + +  

由实际问题的背景可知： min 2 2 2 2

4 16 12 3 4 16 12 3S
A A A A
π π + +

= + + =
 

2

4 16 12 3 1
(2 8 6 3) 4 3 3
π
π π
+ +

= =
+ + + +  

方法 2：记 1 1 1, ,
4 16 12 3

x y zx y z
π

= = =
 

则条件变为 1 1 14 16 12 3 2x y zπ + + =
 

目标函数变为：
2 2 2
1 1 1S x y z= + +

 

由 Cauchy 不等式得 ( )2
2

1 1 12 4 16 12 3x y zπ= + +
 

( ) ( )
2

1 1 14 , 16, 12 3 , ,x y zπ⎡ ⎤= ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦  

( ) ( )2 2 2
1 1 1 4 16 12 3x y z π≤ + + ⋅ + +

 

所以  
2 2 2
1 1 1

4 1
4 16 12 3 4 3 3

x y z
π π

+ + ≥ =
+ + + +  

min
1

4 3 3
S

π
∴ =

+ +  

方法 3： 2z x y= − −
 

2 2 2(2 )
4 16 12 3
x y x yS
π

− −
= + + ∗
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由

2 2 (2 ) 0
4 12 3
2 2 (2 ) 0
16 12 3

x

y

x x yS

y x yS

π
⋅ − −⎧ ′ = − =⎪⎪

⎨ ⋅ − −⎪ ′ = − =
⎪⎩

解得

2
4 3 3

8
4 3 3

x

y

π
π

π

⎧ =⎪ + +⎪
⎨
⎪ =
⎪ + +⎩

代入∗得 

min
1

4 3 3
S

π
=

+ +  

（18）（本题满分 10 分）已知
( )

( )2
0

1cos2 1 1 .
1

n
n

n

x a x x
x

∞

=

− = − < <
+

∑ 求 na . 

解析： ∑∑
+∞

=

+∞

=

−
=

−
=

0

2

0

2

)!2(
4)1(

)!2(
)2()1(2cos

n

nnn

n

nn

n
x

n
xx ， 11 <<− x  

( )

)11()1()1(

)1()1(
1

1
1

1

0

1

1

1

0
2

<<−+−=

−=
′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=
+

−

∑

∑∑
∞+

=

+

∞+

=

−
∞+

=

xxn

nxx
xx

n

nn

n

nn

n

nn

，

 

原式
n

n

nn

n

nn

xnx
n ∑∑

+∞

=

+
+∞

=

+−+
−

=
0

12

0
)1()1(

)!2(
4)1(

. 

故
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

++−

−=
= kn

k
k

knk
a kk

n 2
)!2(
4)1()12(

122

，

，

 

（19）（本题满分 10 分） 

设数列{ }nx 满足： 1
1 0, e e 1( 1,2, ).n nx x

nx x n "+> = − = 证明{ }nx 收敛，并求 lim .nn
x

→∞
 

证明：①先证 0,nx > 易证 

②再证{ }nx 单减，由 1

01
0

n n
n

x x
x

n n

e e ee
x x

+
− −

= =
−

 

拉格朗日中值定理 eξ， (0, )nxξ ∈  

1n nx xξ+∴ = <
 

{ }∴ nx 单减有下界，由此得 lim nn
x

→+∞
存在.

 

③设 lim ,nn
x A

→+∞
= 则 

1A AAe e= −  
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解得： 0=A  
（20）（本题满分 11 分） 

设实二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3( , , ) ( ) ( ) ( ) ,f x x x x x x x x x ax= − + + + + + 其中a是参数. 

（1）求 1 2 3( , , ) 0f x x x = 的解； 

（2）求 1 2 3( , , )f x x x 的规范形. 

解析：（1）

1 2 3

1 2 3 2 3

1 3

0
( , , ) 0 0 ,

0

x x x
f x x x x x

x ax

− + =⎧
⎪= + =⎨
⎪ + =⎩

而

 

1 1 1 1 0 2
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 2

A
a a

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

由 得

 

当 2a ≠ 时， ( ) 3r A = ，只有零解 1 2 3 0.x x x= = =
 

当 2a = 时， ( ) 2r A = ，方程有无穷多解，通解为

1

2

3

2
1

1

x
x x k

x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

，其中 k 为任意常数. 

（2）由（1）知， 

当 2a ≠ 时 A可逆，令

1 1 2 3

2 2 3

3 1 3

y x x x
y x x
y x ax

= − +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

，即Y AX= ，则规范形为
2 2 2
1 2 3 ,f y y y= + +  

当 2a = 时， 

法一： ( ) 2r A = ，令

1 1 2 3

2 2 3

3 3

y x x x
y x x
y x

= − +⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

，则
2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2

1 3( ) 2( ) ,
2 2

f y y y y y y y= + + + = + +  

令

1 1 2

2 2

3 3

12
2

3
2

z y y

z y

z y

⎧ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪⎪ =⎨
⎪
⎪ =
⎪
⎪⎩

，则得规范形为
2 2
1 2f z z= +

. 

法二：
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3

2 1 3
( , , ) 2 2 6 2 6 1 2 0

3 0 6

Tf x x x x x x x x x x X X
⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + + − + = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
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记

2 1 3
1 2 0

3 0 6
B

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

， 

令 ( ) 0]75[1810
603

021
312

223 =−−=+−=
−−

−
−−

=− λλλλλ
λ

λ
λ

λ BE  

可得： 75750 321 +=−== λλλ ，， ,则规范型为
2 2
1 2f z z= + . 

（21）（本题满分 11 分） 

已知a 是常数，且矩阵

1 2
1 3 0
2 7

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A 可经初等列变换化为矩阵

1 2
0 1 1 .
1 1 1

a⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

B  

（1）求a ； 

（2）求满足 BAP = 的可逆矩阵 P . 

解析：（1）∵A 经过初得列变换化为 B 

∴ ( ) ( )r A r B=  

1 2 1 2 1 2
1 3 0 0 1 0 1
2 7 0 3 3 0 0 0

a a a
A a a

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∵  

( ) 2 ( ) 2r A r B∴ = ∴ =　　  

由

1 2 1 2 1 2
0 1 1 0 1 1 0 1 1
1 1 1 0 1 3 0 0 2

a a a
B

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

得 2a =  

（2）令 1 1 2 3 1 2 3P x x x B b b b= =（ ， ， ）， （ ， ， ） 

1 1 2 3 1 2 3 1 2 3( )AP A X X X AX AX AX b b b= = =， ， （ ， ， ）（ ， ， ） 

1 2 3i iAX b i∴ = =， ，，
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1 1AX b∴ = 的通解为

1

1 1 1

1

6 3 6 3
2 1 2 1 ,
1 0

k
X k k

k

− − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（其中 1k 为任意常数） 

2 2AX b= 的通解为

2

2 2 2

2

6 4 6 4
2 1 2 1 ,
1 0

k
X k k

k

− − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（ 2k 为任意常数） 

3 3AX b= 的通解为

3

3 3 3

3

6 4 6 4
2 1 2 1 ,
1 0

k
X k k

k

− − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（ 3k 为任意常数） 

1 2 3

1 1 2 3

1 2 3

6 3 6 4 6 4
2 1 2 1 2 1

k k k
P k k k

k k k

− + − + − +⎛ ⎞
⎜ ⎟∴ = − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

（其中 1 2 3, ,k k k 为任意常数） 

 

( )
1 2 3

1 1 2 3 2 3 3 2

1 2 3

6 3 6 4 6 4 3 4 6
2 1 2 1 2 1 1 1 2

0 1 1

k k k
P k k k k k k k

k k k

− + − + − +
= − − − = − − − − = −

−
∵

 

当 2 3k k≠ 时， 1P 可逆

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 3 6 4 6 4
2 1 2 1 2 1

k k k
P k k k

k k k

⎛ ⎞− + − + − + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∴ = − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

（ 1k 为任意常数， 2 3k k≠ ） 

（22）（本题满分 11 分）设随机变量 ,X Y 相互独立，且 X 的概率分布为：

{ } { } 11 1
2

P X P X= = =− = .  Y 服从参数为λ的泊松分布，令Z XY= . 

（1）求 ( )Cov ,X Z ； 

（2）求Z 的概率分布. 
 

解析：（1） 2( , ) ( ) ( )Cov X Z E XZ EX EZ E X Y EX EX EY= − ⋅ = − ⋅ ⋅ ， 

   2 2( )EX EY EX EY= ⋅ − ⋅  

1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2
1 3 0 0 1 1 0 1 2 1 1 1
2 7 2 1 1 1 0 3 6 3 3 3

1 2 2 1 2 2 1 0 6 3 4 4
0 1 2 1 1 1 0 1 2 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − − − − →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − → − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
# # #

# #

# #
# #
# #

（ ）



                                                                                            世纪文都教育科技集团股份有限公司 

  14

其中，
1 11 1 0
2 2

EX = × − × = ，
2 1 21 11 ( 1) 1

2 2
EX = × + − × = ，EY λ= ， 

故 ( , )Cov X Z λ= . 

（2）由题意知Z XY= 的取值范围是整数， 

{ } { } { 1, } { 1, }P Z k P XY k P X XY k P X XY k= = = = = = + = − =

{ 1, } { 1, }P X Y k P X Y k= = = + = − = −  

{ 1} { } { 1} { }P X P Y k P X P Y k= = = + = − = −  

1 1{ } { }
2 2

P Y k P Y k= = + = − ， 

因为Y 服从参数为λ 的泊松分布，所以 

当 0=k 时，
1 1{ }
2 2

P Z k e e eλ λ λ− − −= = + = ， 

当 0>k 时， { }
2 !

k

P Z k e
k

λλ −= =
⋅

， 

当 0<k 时， { }
2 ( )!

k

P Z k e
k

λλ−
−= =

⋅ −
， 

故Z 的分布律为

, 0

{ } , 0
2 !

, 0
2 ( )!

k

k

e k

P Z k e k
k

e k
k

λ

λ

λ

λ

λ

−

−

−
−

⎧
⎪ =
⎪
⎪= = >⎨ ⋅⎪
⎪

<⎪ ⋅ −⎩  

（23）（本题满分 11 分）设总体 X 的概率密度为
1( ; ) e ,

2

x

f x xσσ
σ

−
= −∞< <+∞，其

中 ( )+∞∈ ,0σ 为未知参数， 1 2, , , nX X X" 为来自总体 X 的简单随机样本，记σ 的最大似

然估计量为σ̂ ； 

（1）求σ̂ ； 

（2）求 σ̂E 和 σ̂D . 

解析：（1）似然函数： ( ) ( )
∑

=== =

−
−−

=

−

=
∏∏

n

ii x
nn

n

i

xn

i
ixfL 1i

||1

1

||

1

e2e
2
1, σσ σ
σ

σσ ， 

取对数， ( ) ∑−−−=
=

n

ixnnL
1i

||1ln2lnln
σ

σσ ，  
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求导数有，
( )

∑+−=
=

n

ixn
d
Ld

1i
2 ||1ln

σσσ
σ

， 

令
( ) 0ln

=
σ
σ

d
Ld

可得： ∑=
=

n

ix
n 1i

||1σ ，故σ 的最大似然估计量为： ∑=
=

n

iX
n 1i

||1σ̂ . 

（2） ====⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∑= ∫∫
∞+ −∞+

∞−

−

= 0

||

1i
ee

2
1||||1ˆ dxxdxxXEX

n
EE

xxn

i
σσ

σσ
σ  

( ) .2e  
0

σσσσ =Γ== ∫
+∞ − dtttx t

 

( ) ( )[ ]22

1i

11||1ˆ XEXE
n

XD
n

X
n

DD
n

i −==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∑=
=

σ ，而 

( )
( ) ,23e

e  ee
2
1||

22

0

22

0

22

0

2||
22

σσσ

σ
σ

σσ
σσ

σσ

=Γ==

===

∫

∫∫∫
∞+ −

∞+ −∞+ −∞+

∞−

−

dtt

dtttxdxxdxxXE

t

t
xx

 

于是， ( ) ( )[ ] .21ˆ
222

22

nn
XEXE

n
D σσσσ =

−
=−=  

 
 
 
 

 

 

 




