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一、选择题 1~8 小题，每小题 4分，共 32分，下列每题给出的四个选项中，只有一个选项是符合题目要求

的.

1.当 x→0时， tan kx x x 与 同阶，求 k（ ）

A.1

B.2

C.3

D.4

解析：

3

tan
3
xx x- -  若要 tanx x- 与 bx 同阶无穷小， 3k\ =

\选 C

2. sin 2cosy x x x 
3( , )

2 2
x      

的拐点坐标

A.
2,

2 2
 
 
 

B.  0,2

C.  , 2 

D.
3 3( , )
2 2
 

' sin cos 2sin , " sin ,y x x x x y x x     令 " 0y  得 0, ,x x   又因为 "' sin cos ,y x x x   将上述两

点代入得 "'( ) 0,y   所以 ( , 2)  是拐点.

选 C

3.下列反常积分发散的是

A.
0

xxe dx
 

B.
2

0

xxe dx
 

C. 20

tan
1
arc x dx

x






D. 20 1
x dx
x





解析：

0
e d (2) 1xx x P

   
或 00 0

de e | e dx x xx x x
           

 00
e d e | 0 1 1x xx

         
选 A

4.已知微分方程 xy ay by ce    的通解为 1 2( ) x xy C C x e e   ，则 a、b、c依次为

A. 1，0，1
B. 1，0，2
C. 2，1，3
D. 2，1，4
解析：

由条件知特征根为 1 2 1    ，特征方程为
2

1 2( )( ) 2 1 0           ，故 a=2，b=1，而 y*=ex 为

特解，代入得 C=4，选（D）

5.已知积分区域 {( , ) || | | | }
2

D x y x y 
   ，

2 2 2 2 2 2
1 2 3d d , sin d d , (1 cos )d d

D D D

I x y x y I x y x y I x y x y         ，试比较 1 2 3, ,I I I 的大

小

A. 3 2 1I I I 

B. 1 2 3I I I 

C. 2 1 3I I I 

D. 2 3 1I I I 

解析：

因为 2 2 2 2sin x y x y+ < +

2 2 2 21 cos x y x y- + < +

2 1 3 1I I I I\ < <



因为
2 2 2 2

2 21 cos 2sin sin
2 2

x y x y
x y

+ +
- + =

2 2 2 2
2 2sin 2sin cos

2 2
x y x y

x y
+ +

+ =

因为
2 2

2 2

4 2 4
x y

x y p p+
+ < \ <

2 2 2 2

sin cos
2 2

x y x y+ +
\ <

2 2 2 21 cos sinx y x y\ - + < +

3 2I I\ <

3 2 1I I I\ < <

选 A

6.已知 ( ), ( )f x g x 二阶导数且在 x=a处连续，请问 f (x), g (x)相切于 a且曲率相等是

2

( ) ( )lim 0
( )x a

f x g x
x a





的什么条件？

A.充分非必要条件.
B.充分必要条件.
C.必要非充分条件.
D.既非充分又非必要条件.
解析：

必要性

( ) ( )f x g x, 相切于 a 则   ' '
( ) ( )( ) a af a g a f g 　　

''
" "

3
2 2

' ' " " " "

"2

. ( ) ( )
[1 ' ]

0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
2 ( )( ) 2( ) 2 2lim limx a x a x a

y
P y a g a

y

f x g x f x g x f x g x f a g a
f ax a x e  

  


   
    

  

　　　



充分性

2

' '
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
2( )

( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) ( )
2 2

lim

lim

x a

x x

x a

x a

f x g xO f a g a
x a

f g
f a g a

x a
f x g x f a g a f a g a








  




   


       

　　　           　

　　　               　

= 　　　　

f(x)与 g(x)相切于点 a.且曲率相等.选择（B）

7.设 A 是四阶矩阵，A*是 A 的伴随矩阵，若线性方程 Ax=0 的基础解系中只有 2个向量，则 A*的秩是（ ）

A.0
B.1
C.2
D.3
解析：

因为 0Ax= 的基础解系中只有 2 个向量 ( ) 2 4 ( )n r A r A\ - = = -

( ) 0r A*\ = \选 A

8.设 A 是 3阶实对称矩阵，E 是 3阶单位矩阵，若 2 2 .A A E  且 4A  ，则二次型 Tx Ax规范形为

A. 2 2 2
1 2 3y y y 

B. 2 2 2
1 2 3y y y 

C. 2 2 2
1 2 3y y y 

D. 2 2 2
1 2 3y y y  

解析：

由 2 2A A E+ = 得 2 2λ λ=+ ， λ为 A的特征值，

2=-l 或 1，

又 1 2 3 4A λ λ λ = ，故 1 2 3 1λ =λ =-2 λ =， ，

规范形为 2 2 2
1 2 3y y y- - ，选（C）

二、填空题：9～14小题，每小题 4分，共 24分.

9.
 

2

0
lim 2x x
x

x


 
.

解析：

 
   

0 0

2 1 2 2 1 21 2 2 2 ln22 lim lim 2 2ln22 1 1
0 0

lim 2 lim(1 2 1)
x x x

x x x

x x
x x xx xx

x x
x x e e e 

       
 

 
       



10.曲线
sin

1 cos
x t t
y t
 

  
在

3
2

t  对应点处切线在 y轴上的截距为 .

解析：当
3
2

t p= 时，
3 3 3 3sin 1 1 cos 1
2 2 2 2

x yp p p p= - = + = - = ，即为点
3 1,1
2

p ÷ç + ÷ç ÷ç

2
3

d d d 1 d 1sin 1
d d d 1 cos d 1t

y y t yk
x t x t x p=

-
= = × = = =-

-

3 31 1 1 1.
2 2

3 2
2

y x y x

y x

p p

p

÷ç- =- - - Þ - =- + +÷ç ÷ç

Þ =- + +

在 y轴上的截矩为
3 2
2

p +

11. 设函数 ( )f u 可导，
2

( )yz yf
x

 ，则 2 z zx y
x y
 

 
 

.

解析： 2 3 2

2 2

2 2;z y y z y yy f f f y f f f
x x x y x x

÷ç ÷ç÷= - =- = + = +÷ç ç÷ ÷ç ç÷ç

3 2

2

3 3

2

22 2

2 2

z z y yx y x f y f f
x y x x

y yf yf f
x x
yyf
x

　　　　　　

+ =- × + × +

=- + +

÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç

12.设函数 lncos (0 )
6

y x x 
 ≤≤ 的弧长为 .

解析：

ln cos ,0
6

y x x 
  

2
6
0

6
20

66
00

sin1 d
cos

1 d
cos

2 3 1sec d ln | sec tan | ln ln 3 ln 3
3 23

xl x
x

x
x

x x x x







    
 



 
        

 







13.已知函数
2

1

sin( )
x tf x x dt
t

  ，则
1

0
( )f x dx  .



解析：

 

21 1

0 0 1

21 2

0 1

2 212 1 2
01 0

1 2

0

1 2 2 2 1
00

sin( )d ( d )d

1 sin d d
2

1 sin sind | d
2
1 sin d
2
1 1 1 1sin d ( cos ) | (cos1 1)
2 2 4 4

x

x

x

tf x x x t x
t

t t x
t

t xx t x x
t x

x x x

x x x



 
  

 
 

   
 

 

       

  

 

 





14.已知矩阵

1 1 0 0
2 1 1 1

,
3 2 2 1
0 0 3 4

ijA A

 
   
  
 
 

表示 A 中（i，j）元的代数余子式，则 11 12A A  .

解析：

11 12

1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 0 1 1 1
1 2 1 0 1 0 4

3 2 2 1 0 1 2 1
0 3 4 0 3 4

0 0 3 4 0 0 3 4

A A

 
   

   
      

  
＝

三、解答题:15~23小题，共 94分，解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。

15.（本题满分 10分）

已知

2 , 0
( )

1, 0,

x

x

x x
f x

xe x

  
 ≤

求 '( )f x ，并求 ( )f x 的极值.

解析：当 0x> 时 2 2 ln 2 ln( ) e ( ) e (2ln 2)x x x x xf x x f x x¢= = = +

当 0x< 时 ( ) e ex xf x x¢ = +

当 0x= 时
0 0 0 0

( ) (0) e 1 1lim ( ) lim lim lim e 1
0

x
x

x x x x

f x f xf x
x x- - - -

- + -
= = = =

-
2

0 0 0

( ) (0) 1 1lim ( ) lim lim
0

x

x x x

f x f xf x
x x- - -

- + -
= =

-
不存在

\有 ( )f x 在 0x= 点不可导.



于是 2 lne (2 ln 2) 0
( ) , 0

e + e , 0

x x

x x

x x
f x x

x x

，

不存在

ìï + >ïïï¢ = =íïïï <ïî

令 ( ) 0f x¢ = 得 1 2
1 , 1,
e

x x= =- 于是有下列表

x
( , 1)-¥ -

-1 （-1，0） 0
10,
e
÷ç ÷ç ÷ç

1
e

1 ,
e

÷ç +¥÷ç ÷ç

( )f x¢ - 0 + 不存在 - 0 +

( )f x ¯ 极小值  极大值 ¯ 极小值 

于是有 ( )f x 的极小值为
2
e1 1( 1) 1 , e

e e
f f

-÷ç- = - =÷ç ÷ç ，极大值为 (0) 1f =

16.（本题满分 10分）

求不定积分 2 2

3 6 .
( 1) ( 1)

x dx
x x x


  

解析：

令

2 2 2 2

2 2 2

2 2

3 6
( 1) ( 1) 1 ( 1) 1

( 1)( 1) ( 1) ( )( )=
( 1) ( 1)

x A B Cx D
x x x x x x x

A x x x B x x Cx D x
x x x

-1

+ +
= + +

- + + - - + +

- + + + + + + +
- + +

则 2 2 23 6 ( 1)( 1) ( 1) ( )( 1)x A x x x B x x Cx D x+ = - + + + + + + + -

令 1x= 得9 3 , 3B B= =

令 0x= 得 6 A B D=- + +

令 1x=- 得 3 2 4( )A B D C=- + + -

令 2x= 得12 7 7 2A B C D= + + +

解得 2, 3, 2, 1A B C D=- = = =

故原式 2 2

1 1 2 12 d 3 d d
1 ( 1) 1

xx x x
x x x x

+
=- + +

- - + +

232ln 1 ln( 1)
1

x x x C
x

=- - - + + + +
-

17.（本题满分 10分）

( )y y x 是微分方程

2

21'
2

x

y xy e
x

  满足 (1)y e 特解.

（1）求 y(x):



（2）设平面区域 {( , )},D x y   , |1 2,0 ( )D x y x y y x ≤ ≤ ≤ ≤ 求 D绕 x轴旋转一周所得旋转体的体积.

解析：（1）
2

21 e
2

x

y xy
x

¢- =

( )

( )

2

22 2

2

2

2

2

2 2

2

2

1e e e d
2

1e e e d
2

1e d
2

e

x

x
xdx x dx

x x

x

x

y x C
x

x C
x

x C
x

x C

通解

-

- ÷ç ÷ç= × + ÷ç ÷ç ÷ç

÷ç ÷ç= × + ÷ç ÷ç ÷ç

÷ç= + ÷ç ÷ç ÷

= +

ò

ò

ò

由 (1)= e ( 1) ef C= + 得 0C =

所以
2

2( )= e
x

f x x ×

（2）

( )

2

2

2 2

2
2

2
1

2
2

1

22
2 4

1 1

e d

e d

e d e = e -e
2 2 2

x

x

x

x x

V x x

x x

x

p

p

p p p

÷ç ÷ç= × ÷ç ÷ç ÷ç

= ×

= =

ò

ò

ò

18.已知平面区域 D满足
2 2 3 4, ( ) ,x y x y y≤ ≤ 求 2 2

d d .
D

x y x y
x y





解析：

2 2 3 4( )x y y  的极坐标方程为 2sinr  ，由对称性：



1

2

2 2 2 2

2 2

sin 52 2
0

4 4

2 22

4

2 42

4

3 5 2

4

d d

sind 2 d d

2 [ sin d ]d sin d

(1 cos ) d cos

(1 2cos cos )d cos

2 1[cos cos cos ] |
3 5

2 2 2 2 1 4 2 43
2 3 8 5 32 12

D D

D D

x y y
x y x y

y r r r
rx y

r r
 

 













 

 

   

 

  

  




 

 


 

  

   

   

 
      
 

 

 

  





2
0

19. nN+，Sn是 ( ) sin ,0xf x e x x n ≤ ≤ 的图像与 x轴所围图形的面积，求 Sn，并求 lim nx
s



解析：

设在区间[ , ( 1) ]( 0,1, 2, , 1)k k k n   … 上所围的面积记为 uk，则

( 1) ( 1)
e | sin | d ( 1) e sin d

k x k xx k x
k k k
u x x x x

 

      ；

记 = e sin dxI x x ，则

e d cos (e cos cos d e )

e cos e dsin e cos (e sin sin d e )

e (cos sin )

x x x

x x x x x

x

I x x x

x x x x x

x x I

  

    



    

      

   

 
 

所以
1 e (cos sin )
2

xI x x C    ；

因此
( 1) ( 1)1 1( 1) e (cos sin ) | (e e )

2 2
k k k k k

k ku x x   


           
 

；

(这里需要注意 cos ( 1)kk   )

因此

( 1)1

0 1

( 1)

1 1 e ee ;
2 2 1 e

1 1 1 1lim lim
2 1 2 1 2 1

nn n
k

n k
k k

n

nn n

S u

e e eS
e e e

 




  

  

  



 

   

  


    




     

  

 



20.已知函数 u(x,y)满足

2 2

2 22 2 3 3 0u u u u
x y x y
   

   
   

，求 a，b的值，使得在变换 u（x，y）=v（x，y）eax+by

下，上述等式可化为 v(x，y)不含一阶偏导数的等式。

解析：

e ( , ) eax by ax byu v v x y a
x x

  
 

 

e ( , ) eax by ax byu v v x y a
y y

  
 

 

2 2

2 2

2
2

2

2 2
2

2 2

e e e ( , ) e

e 2 e ( , ) e

e 2 e ( , ) e

ax by ax by ax by ax by

ax by ax by ax by

ax by ax by ax by

u v v va a v x y a
x x x x
v v a v x y a
x x
u v v b v x y b
y y y

   

  

  

            
 

  
 

  
  

  

代入已知条件

2 2

2 22 2 3 0u u u
x y y
  

  
  

得

2 2
2 2

2 22 4 (3 4 ) (2 2 3 ) ( , ) 0v v v va b a b b v x y
x y x y

    
            

根据已知条件，上式不含一阶偏导，故 a=0,3-4b=0

即
30,
4

a b 

21.已知函数 ( , )f x y 在 0,1 上具有二阶导数，且
1

0
(0) 0, (1) 1, ( ) 1f f f x dx   ，证明：

（1）存在 (0,1)  ，使得 '( ) 0f   ：

（2）存在 (0,1) ，使得 "( ) 2.f   

解析：

证：（1）设 ( )f x 在 处取得最大值，

则由条件
1

0
(0) 0, (1) 1, ( )d 1f f f x x  

可知 ( ) 1f   ，于是0 1  ，

由费马引理得 ( ) 0f   .

（2）若不存在 (0,1)h Î ，使 ( ) 2f h <- ，

则对任何 (0,1)xÎ ，有 ( ) 2f x ³- ，



由拉格朗日中值定理得，

( ) ( ) ( )( )f x f f c xx x- = - ，C介于 x与 x 之间，

不妨设 x<， ( ) 2( )f x x x¢ £- - ，

积分得
2

0 0
( )d 2 ( )d 1f x x x x

x x
x x¢ £- - = <

，

于是 ( ) (0) 1f fx - < ，即 ( ) 1f x < ，

这与 ( ) 1f x > 相矛盾，故存在 (0,1),h Î 使 ( ) 2f h <- .

22.已知向量组（Ⅰ） 1 2 3
2

1 1 1
1 , 0 , 2 ,
4 4 3a

  
     
            
          

（Ⅱ） 1 2 3
2

1 0 1
= 1 , 2 , 3 ,

3 1 3a a a
  

     
           
            

若向量组（Ⅰ）和向量组（Ⅱ）等价，求 a的取值，并将 3 ，

用 1 2 3, ,a a a 线性表示.

1 2 3 1 2 3( , , , , , )     

2 2

2 2

1 1 1 1 0 1
1 0 2 1 2 3
4 4 3 3 1 3

1 1 1 1 0 1
0 1 1 0 2 2
0 0 1 1 1 1

a a a a

a a a a

 
   
     
 
   
     

①若 a=1，则 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , , , , )r r r            

此时向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价，

令 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )A B       ，

则

1 0 2 1 2 3
( , ) 0 1 1 0 2 2

0 0 0 0 0 0
A B

 
     
 
 

此时

1 1

2 1 2

3 1 2

2 2
3 2

 
  
  


  
  

②若 a=-1，则 ( ) 2 ( , ) 3r A r A B   ，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）不等价.



③若 1, 1a   ，则

1 2 11 0 0 1
1 1

1 2 3( , ) 0 1 0 1
1 1

1 10 0 1 1
1 1

a a
a a

aA B
a a

a a

  
   

     
 
    

此时

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

1 1 1
1 1 1

2 1 2 3 1
1 1 1

a a a a
a a a
a aa a a
a a a

a a a







      
    
  

  


23.已知矩形

2 2 1
2 2
0 0 2

A x
  
   
  

与

2 1 0
0 1 0
0 0

B
y

 
   
  

相似，

（Ⅰ）求 x,y：

（Ⅱ）求可逆矩阵 P使得 P-1AP=B

解析：（1）
（1）



1 2 3

1

~
4 1 3

( ) ( ),
2 4 2

2 1 0
(2) 0 1 0 ( 1)( 2)( 2) 0

0 0 2
1, 2, 2

1 2 1 1 2 1 1 2 0
1 2 4 2 0 0 0 0 0 1 210

0 0 1 0 0 1 0 0 0

2

A B
x y x

tr A tr B A B
y x y

E B x

A E


   


  

 



    
          

 
       



    

       
                
          

 



T时, 　 ＝(- ,, )

时,

 

2

3

1 1 2 3

0 2 1 4 10 4 4 0 1
2 2 5 2 0 10 5 0 2 1 1 2 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 2 1 2 1 2 2 1 0
2 2 2 1 2 0 0 1 0 0 1 1 2

0 0 4 0 0 0 0 0 0

2 1 1
, 1 2 2

0 4 0

A E

A E

P



 

  

      
                
          
       
               
          
  
  


T

T

　 ＝(- , , )

时, 　 ＝(- , ,0)

令 , 1
1 1

1
2

2
P AP

  
     

     

　　　　　　有

 

1

2

3

2 1 2 3

3 1 0 3 1 0
1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

4 1 0 1 0 0
2 2 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0
2 2 0 3 0 0 0 1 1

0 0 4 0 0 0

,

E x

E x

E x

P x x x







   
          
      
   
          
      

   
          
      



T

T

T

时,B 　 ＝(-1,3, )

时,B 　 ＝(0,0,1)

时,B 　 ＝( ,0,0)

令 , 1
2 2

1
2

2
P BP

 
   
  

　　　　　有

1 1 1
2 1 1 2 1 2

10 02 1 1 1 1 13
, 1 2 2 0 0 1 2 1 2

0 4 0 1 0 0 41 0
3

B P P APP P PP  

 
         
           
        
 

故


